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INTRODUCCION

En su ya clasica obra Sociel Choice and [ndividual Values, Arrow es-
tudié la posibilidad de disenar mecanismos satisfactorios para elegir entre ias
alternativas abiertas ante una sociedad en base a las preferencias de los indi-
viduos que la componen. Su conclusién, esencialmente negativa, queda re-
cogida en el bien conocido Teorema de Imposibilidad: no existe ningun me-
canismo de eleccion social que cumpla simultdncamente una serie de condi-
ciones dadas que -consideradas una a una- resultaria descable poder ver sa-
tisfechas.! Con este resultado fundamental. Arrow no demostro -comntraria-
mente a una version trivializadora bastante extendida- la “imposibilidad de la
democracia”. Lo que si consiguio. en cambio. fue dar expresion rigurcsa a
una advertencia importante: que también en el disefio de mecanismos de elec-
cion se plantean problemas “econdmicos”, es decir, problemas de decisidn en-
tre objetivos alternativos, inalcanzables simultancamente. Comeo respucsta a es-
ta advertencia, vy signiendo las propias lineas apuntadas por Arrow en su obra,
gran parte de los trabajos sobre teoria de la eleccion social que -de wodo ace-
lerado- se han producido en los ultimos veinticinco afios, se han desarrollado
a lo largo de dos lineas complementarias y muchas veces simultdneas. Una
-analitica- que se ocupa de estudiar por separado el significado y los méritos

|. Las condiciones mencionadas en este enunciado general incluirian tanto aquellas
que Arrow impone explicitamente sobre sus funciones de bienestar social como aquellas que
requiere 1mplicitamente de la funcién de eleccion resultante al exigir que se articule, precisa-

mente, por medio de funciones de bienestar. Para un enunciado mas preciso, véase la Propo-

sicidn 5.
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relativos de las distintas propiedades que podria satisfacer un mecanismo de
eleccion, Otra sintética- que investiga la posibilidad de que ciertes grupos
de condiciones se vean satisfechas conjuntamente, y cuyas conclusiones suelen
venir dadas bien en forma de teoremas de imposibilidad (cuando las condi-
ciones son incompatibles) o como caracterizaciones de mecanismos en términos
de las condiciones que satisfacen (si aquéllas son compatibles).? Entre las con-
diciones propuestas por Arrow, la mds debatida ha sido, sin duda, la de Inde-
pendencia de Alternativas Irrelevantes, tanto porque -siguiendo el enfoque ana-
litico- se ha puesto en cuestion la oportunidad de impanerla sobre los procedi-
mientos de eleccion, como porque -desde un punto de vista sintético- aparece
en muchas ocasiones como la principal causanie de las dificultades sefialadas
por el Teorema de Imposibilidad.

El objeto de este trabajo es investigar el papel de dicha condicién en un
inarco general que comprende, como casos particulares, los considerados por
Arrow en Social Choice and Individual Values, por Sen en Collective Choice
and Social Welfare y por Fishburn en The Theroy of Social Choice. Para
ello ofrecemos, en primer lugar, un tratamiento analitico, que nos permite po-
ner de relieve el significado de la condicion de Independencia de Alternativas
Irrelevantes y su relacién con otras caracteristicas deseables de los procedimien-
tos de eleccién, En segundo lugar demostramos proposiciones de tipo sintéti-
co que destacan tanto las dificultades en el disefic de mecanismos de eleccién
que persisten en nuestro marco mds amplio como las posibilidades abiertas,
dentro del nuevo marco, para la superacion de algunas de ellas.

UN MARCO GENERAL PARA EL PROBLEMA DE ELECCION SOCIAL

Empezaremos por describir los elemenios esenciales de! problema. Par-
timos de un conjunto de posibilidades, mutuamente excluyentes, a las que lla-
mamos las alternativas. Suponemos sociedades compuestas por un nilunero
dado de individuos. Describimos las preferencias de dichos individuos acerca
de las distintas alternativas mediante relaciones binarias completas, reflexivas
y transitivas. Las caracterfsticas de una sociedad vienen dadas al especificar las
preferencias de cada uno de sus miembros. Una funcién de eleccion social es
un procedimiento que, una vez especificadas aquellas caracteristicas, nos indi-
ca qué alternativas resultan elegidas socialmente entre las de un grupo cualquie-
ra de ellas. Mis formalmente:

Sea ¥ un conjunto finito, ® al gue Hamaremos el conjunto de alternati-
vas concebibles. Sea 2C el conjunto de todos los subconjuntos de alternativas
concebibles,

3

2. Esta distincion se debe & Fishburn ({6}, p. 177).

3. La hipétesis que X es finito resulta fundamental para la validez de algunos de los
resultados presentados. Las limitaciones que impone sobre el andlisis son obvias. Su adop-
cidn se justifica, en parte, porque el objetive fundamental del articule estriba en esclarecer
algunas propiedades de las funcionss de eleccidn social, v dicha clarificaciéon ya es posible,
y mas neta, en el caso particular en que el nimero de alternativas sea finito. Ademds, tam-



420 S. BARBERA

Sea 3 ¢l conjunto de las relaciones binarias reflexivas y completas en X,

i A el de las relaciones binarias reflexivas, completas y aciclicas en X, y 6 el

de las relaciones Linarias, reflexivas, completas ¥ transitivas.® A los eiementos
de & le lamamos preferencias sobre X. '
Dados Be®, YeX, definimos el conjunto elegido C(B, Y), como

l CB,Y) = {yﬁer&(Vx) (xeY~» yBX)}

: Sea N el conjunto il, 2,00 n} , al que llamaremos ¢] cenjunto de in-
g dividuos. 4
) A los elementos del producto cartesiano &” = 7 & los llamamos con-

i=1
figuraciones de preferencias sobre X. Vendran representados por n-plas de la
forma R = (R, R,,..... R, ) Para cadai, R, se interpreta como la rela-
cion de preferencias del i-6simo miembro de la sociedad en la configuracion de
: preferencias R con respecto a las alternativas concebibles.
Llamamos funciones de eleccién social a las funciones de la forma

f1 X x ' —>X
tales, que para todo YeX y para todo Befﬁn, se cumple la condicion

(Y, R)= Y

Una funcion de eleccion social, pues, escoge, para cada subconjunto Y de
X y cada configuracion de preferencias, un subconjunto de Y. Interpretemos
dichas funciones. Hemos dicho que X es ¢l conjunto de todas las alternativas
concebibles. Sin embargo, no siempre todas ellas resultardn factibles en todo
momento. Sea Y el conjunto de las alternativas que son factibles en un momei-
to dado. Claramente, Y € X, Una funcion de eleccion social escope subconjun-
tos de alternativas factibles en base a las preferencias individuales sobre el con-
junto de alternativas concebibles.

DECISIVIDAD Y RACIONALIDAD

La formulacién que hemos presentado es muy general. En particular, no

bién es cierto que muchos de los problemas de eleccidn sociat se plantean, de hecho, entre
un nitmero finito de opciones.
4. Una relacion binaria B es
(a) Reflexiva, siy sblosi (VxeX)xBx
(b). Completa, siy solosi (Vx,yeX)[x # ¥y - (xBy y yBx)].
(¢} Transitiva, sly sélosi (Vx,y,zeX) [(xBy & yBz) — xBzl.
La condicion de aciclicidad la expresamos, por simplicidad, para el caso en que B sea
completa, Ginico en que vamos a utilizarla,
(d). Aciclica, si v sblo si
(VX{,Xg X3, - %, €X) [~(xy Bxy), ~xg Bry), oo ~(x, Bx_ M- (xq Bx))
Obsérvese que toda relacidn transitiva es aciclica,
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excluye la posibilidad que, para determinadas especificaciones de Ye X y
Re®" pueda suceder que f(Y,R) = ¢ aunque Y ¥ ¢. En tal caso, aunque
existirian alternativas factibles, la funcién de eleccidn social no seria capaz de
decidir cudl de ellas debiera ser adoptada. Seria, pues, deseable, que no se die-
sen casos de este tipo. A las funciones que los evitan las llamaremos decisivas,
Una funcién de eleccién social es decisiva si, para todo Y # ¢ y cualguier
Re®", f(Y,R) + ¢. '

Hasta ahora no hemos especificado nada sobre coémo se articulan las dis-
tintas selecciones de alternativas que una misma funcién de eleccién social
adopta, para configuraciones de preferencias dadas, segin cudles sean los con-
juntos factibles de alternativas. Un caso particular de gran relevancia lo cons-
tituyen las funciones que llamaremos racionalizables. Se definen, precisamente,
como aquéllas que articulan sus elecciones en base a relaciones binarias.

Una funcién de eleccién social es racionalizable si, para cada ReR”,
existe una relacion binaria s(R) = Bef3 tal que

CEB,Y) =R Y) para todo Ye X,

Si T es racionalizable, pues, define una funcién s que a cada cenfigura-
cidn de preferencias R le asigna una relacién binaria s(R)eB. Diremos que s
es una funcion de agregacion de preferencias, v que racionaliza a {. Una fun-
cién de eleccion social s es a-racionalizable i, para todo R, s(R) es aciclica, y
t-racionalizable si, para todo R, s(R) es transitiva. )

Conviene, en este punto, reformular, en nuestra terminologfa, un resulta-
do bien conocido (Sen, [17]):

Proposicion 1. Una funcion de eleccion social racionalizable es decisi-
va siy s0lo si es a-racionalizable.

El concepto de funcidn de agregacion de preferencias, aunque haya surgi-
do en referencia al de funcién de eleccién social racionalizable, puede definirse
con independencia de este contexto, del siguiente modo:

Una funcion de agregacion de preferencias es una funcién de 1z forma

gt R — B3

Diremos que s es aciclica (resp. transitiva) si, para todo R s{R) esaci-
clica (resp. transitiva).

Se trata, en definitiva, de un procedimiento que, partiendo de las prefe-
rencias de los miembros de una sociedad, da lugar a una nueva relacion binaria.
Dicha relacién suele interpretarse como expresion de unas “preferencias socia-
les” en base a las cuales se determinaran las elecciones colectivas entre alferna-

5. Una formulacidn ain més general admitirfa que las relaciones binarias obteni-
das a partir de s pudiesén ser irreflexivas o incompletas. Sin embargo, tal generalizacitn
no seria productiva, creemaos, en nuestro caso.- Para el estudio de problemas de eleccion con
relaciones incompletas véase, por ejemplo, Richter [15].
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tivas. Obsérvese, sin embargo, que las “preferencias sociales” obtenidas pueden
no gozar de las mismas propiedades que las individuales: cabr{a que no fuesen
transitivas, o ni tan solo aciclicas. Un caso particularmente interesante, sin em-
bargo, lo constituyen aquellas funciones cuyas imdgenes son relaciones binarias
de la misma naturaleza que las preferencias individuales: es decir, aquélias
que dan lugar a relaciones sociales transitivas. Este es, precisamente, el tipo de
funciones consideradas por Arrow, bajo el nombre de funciones de bienesiar
social, en Eleccién Social ¥ Valores Individuales.

Dada una funcién de bienestar social o, en general, una funcion de agre-
gacion de preferencias, ésta genera una funcién de eleccién social determinada
por la relacién

f(Y,R) = C(Y, s(R)), para todo YeXy todo Re®”

Dicha relacién, junto al hecho que toda relacion transitiva es acfclica v
en combinacion con la Proposicion 1, nos permite formular la siguiente obser-
vacion:

Las funciones de eleccién social inducidas por las de bienestar Arro-
wianas son t-racionalizables y, por tanto, decisivas.

INDEPENDENCIA: DE ALTERNATIVAS IRRELEVANTES, INDEPENCIA DE ALTER-
NATIVAS SUBOPTIMAS E INDEPENDENCIA DE ALTERNATIVAS NO FACTIBLES

Arrow impone sobre sus funciones de bienestar social una condicion que,
de hecho, es aplicable a cualquier funcion de agregacion de preferencias: ia
condicién de Independencia de Alternativas Irrelevantes (IAD).

Dicha condicién establece que, al escoger entre los elementos de un con-
junto eualquiera de alternativas factibles debe hacerse en bage a las preferencias
individuales respecto a dichas alternativas solamente, 0, lo que es equivalente,
que si para dos configuraciones cualesquiera coinciden las preferencias de los
individuos en lo que respecta a un determinado subconjunto de alternativas, la
eleccion correspondiente entre los elementos de dicho subconjunto deberd ser
1a misma para una y otra configuracién, aunque las preferencias individuales
con respecto a otras alternativas concehibles hayan variade. Formalmente:

Dos relaciones de preferencia R y R’ doinciden en YeX sl y solo si,
para cualquier par de elementos X ¢ ¥ contenidos en Y se cumple que

xRy ¢— xRy’

Dos configuraciones de preferencias R ¥ R’ coinciden en Y sty sdlo si,
para todo i€N, R; ¥ R', coinciden en Y,

Una funcion de agregacion de preferencias es independiente de alterna-
tivas irrelevantes (IA]) siy sblo si, para cualgquier Ye X, y para todo par de con-
figuraciones de preferencias Ry B_" que coincidan en Y, se cumple que
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CY, s(R)) = C(Y,s(R):

Esta condicion ha sido muy debatida, y se ha sefialado con frecuencia
como responsable del resultado negativo al que llegd Arrow en su Tecrema de
Imposibilidad. A fin de clarificar su significado, nos proponemos formular con-
diciones generales sobre funciones de eleccién social y determinar su reiacion
con la de JAL Partiremos de los arzsumentos que el propio Arrow ha expuesto
en favor de su condicién de 1Al argumentos que &l mismo formula en base a
las funciones de eleccidn social inducidas por sus funciones de bienestar, y no
en referencia directa a éstas.

En su discurso de aceptacion del Premio Nobe! [3], Arrow se refiere a la
condicidon de independencia de alternativas irrelevantes en los siguientes térmi-
nos: “La. .. condicién . . . de independencia de alternativas irrelevantes es més
discutible, aunque la considero muy justificable desde un punto de vista prag-
mdtico: la eleccién social entre cualquier conjunto de alternativas dependerd
exclusivamente de cémo ordenen las alternativas de este conjunto los distintos
individuos. Para comprender lo que estd en juego, supongamos que una socie-
dad debe elegir, vy elige, entre varias alternativas. Después de haberse tomado la
decision, alguna alternativa que no habia sido tenida en cuenta anteriormente
se menciona como posibilidad 16gica, aunque siga no siendo factible. Los indi-
viduos pueden expandir sus preferencias para colocar esta nusva alternativa en
el lugar adecuado de su ordenacién; pero, ;debe esta informacion adicional
acerca de las preferencias con respecto a una alternativa que no resulta posi-
ble escoger en ning(n caso afectar Ia decision tomada previamente?”

El argumento presentado® es aplicable a cualquier tipo de funcién de
eleccion, sea o no racionalizable. La condicién de independencia de alternati-
vas no factibles, que pasamos a exponer, constituye una extensién de la de in-
dependencia de alternativas irrelevantes para la clase de funciones de eleccion
social.

Una funcién de eleccion social es fndependiente de Alternativas no Fac-
tibles (IANF) siy solo si, para todo YeX., si Ry R’ coinciden en Y, se cumple
que f(Y, R) = f(Y,R).

Existe un segundo sentido en el que se dice a veces de una funcion de
eleccion social que es “independiente de alternativas irrelevantes”. Aunque,
como veremos, las condiciones a las que vamos a referirnos son completamente
independientes de la de-JANF y, por tanto, de la de 1Al Arrowdana, su consi-
deracion al llegar a este punto resulta oportuna por dos razones. En primer u-
gar, porque en una literatura paralela muy importante, la que se ocupa del estu-
dio de las decisiones individuales bajo situaciones de incertidumbre, suele la-
marse de “independencia de alternativas irrelevantes” a una condicién cuya na-
turaleza estd mucho mas cerca de la de Independencia de Alternativas Subdpti-

6. Para otras discusiones sobre el significada de la condicion de independencia de
alternativas irrelevantes véase, por sjemplo, [10},[14], v [15]. '
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mas y de sus extensiones, gue vamos a definir, que a las de IAl o JANF.?
En segundo lugar, porque, como también veremos (Proposiciones 3 y¥ 4), los
requisitos en cuestion también los impone Arrow implicitamente, por la propia
estructura de sus funciones de bienestar social, sobre las funciones de eleccién
que éstas inducen.

Antes de proceder a formular las condiciones generales, y a fin de moti-
varlas, presentamos la siguiente yersién, aplicable sdlo al casc en que el conjun-
to escogido conste de un solo elemento.

Una funcién de eleccion social es [ndependiente de Alternativas Subop-
timas® si y solo si, para todo Re®", siempre que Y < Y, & XYy fiY,, R)=
= zeY ,debe cumplirse que f(Y , R} = z

Esta condicion sobre funciones de eleccion social nos dice que i un ele-
mento resulta escogido en una determinada situacion Y., R, el hecho que algu-
nas alternativas subéptimas dejen de ser factibles no debe influir en la eleccion,
que debe seguir favoreciendo al mismo glemento, entre los miembros de los
subconjuntos de Y, que lo contengan. En este casc, los elementos suboptimos
de Y, podrfan calificarse de “irrelevantes”. A esto se debe, sin duda, que con-
diciones de esta naturaleza se hayan llamado también, en ocasiones, de “inde-
pendencia de alternativas irrelevantes”. Introducida la condicién, convendria
pasar a investigar sus relaciones con las condiciones impuestas por Arrow sobre
<us funciones de bienestar social y con la de IANF que hemos definido antericr-
mente. Antes, sin embargo, formularemos dos condiciones generales, aplica-
bles al caso general en que la dimension del conjunto elegido sea arbitraria, y
que responden al mismo espiritu que ia condicién de Independencia de Alter-
nativas Subdptimas.

Una funcién de eleccion social es Independiente de Alternativas Exclu-
{das fen sentido fuerte) (IAEF) si y solo si, para todo Re &1, siempre que
Yichc_:X y f(Y,, Ry, # ¢, debe cumplirse que (Y, R) = f(Y,, R)
ny,.

Una funcién de eleccién social es Independiente de Alternativas Ex-
cluidas (en sentido débil}) (IAED) siy solo si, para todo Re R siempre que
YEY.& X, debe cumplirse que [(Y,, Ry, < fiY ., R).

RELACIONES ENTRE LAS DISTINTAS CONDICIONES Y TIPOS DE FUNCIONES
CONSIDERADAS

En esta Seccidon formulamos y demostramos tres proposicicnes que tie-
nen por objeto principal esclarecer la relacion entre las condiciones de IAEF,
IAED vy de IANF, definidas sobre funciones de eleccién social, y la de IAL

7. Para una discusion del grado de confusién existente hasta hace poco acerca de las
distintas condiciones de “independencia de alternativas irrelevantes”, véase Ray [17).

2. Fsta condicién ha sido propuesta recientemente por Karni y Schmeidler para el
caso patticular de funciones de eleccién ciya imégen consta siempre de un elemento nnico
{véase [117).
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que se aplica a funciones de agregacion de preferencias.

Para este propdésito, y otros ulteriores, resulta oportunc introducir una
nueva condicion sobre funciones de agregacion de preferencias que, bajo las
condiciones consideradas hasta ahora, es equivalente a la de IAL Esta condi-
cidn, a la que llamaremos de binariedad, establece que, para cualquier par de
alternativas x e vy, la relacién binaria establecida entre ellas por una funcitn
de agregacién de preferencias s que la cumpla debe depender exclusivamente
de la posicién relativa de x con respecto a y en las preferencias de cada uno de
los individuos. Formaimente:

Una funcién de agregacidon de preferencias es binaria si y sélo si para
cualquier par de alternativas x e y, y para todo par de configuracicnes de pre-
ferencias R, R’ tales que

xR,y «—>xRly para todo ie N,
se cumple que

xs(R)y e—xs(Ry

En ofros términos: si R y R’ coinciden en <x, y>, y s es binaria,
s(R}Yy S(R') ‘deben coincidir en <x, y>>

Demostramoes, en primer lugar, gque las condiciones de binariedad y de
1Al son equivalentes.

Proposicion 2. Una funcion de agregacion de preferencias ¢ es inde-
pendiente de alternativas irrelevantes si y sdlo si es binaria.

Demostracion.  Claramente, si s(R) v s(B’) ‘coinciden en Y se cum-

ple que C(Y, s(R)) = C(Y, S(B'))L Para demostrar que si s es binaria serd inde-

pendiente de alternativas irrelevantes, supongamos que s fuese binariay que R
y R’ coincidiesen en algin YeX. Por definicion, R y R’ ¢oincidirian en
cada subconjunto compuesto por dos elementos de Y: es decir, <x, y>e¥
%[(Vi)XRy&“—-}Xl{ v], Por tanto, como s s binaria, se cumplird que
xs(R) v <—-—->xs(R ) 'y, para todo par x, veY. Para ello implica que s(R) y
s(g) ‘coinciden en Y y que, por tanto, C(Y, s(R}) = C(Y, S(B) La fun-
cién s deberd, pues, satisfacer la condicién de IAL

Para probar que si s es independiente de alternativas irrelevanies debe ser
binaria basta con notar que si C(Y, s{R)) = C(Y, S(B’))‘ para todo YeX vy
para todo par de configuraciones R vy R’ que coincidan en Y, dicha identi-
dad se cumplird, en particular, para el caso en que R y R’ coincidan en un
conjunto que conste de dos elementos. As{, si para todo ieN se cumple que
XRY(—)XRIY, ello implica que C{<x, y>, s{(R)) = C(<x, y>, s(R .
Pero ello solo es posible si xs(R)y (———-)XS(R y¥. La funcion s deberd, pues, ser
binaria,

Por tanto, mediante su condicién de 1AI, Atrrow impone, de hecho, dos
resiricciones distintas sobre sus procedimientos de eleccién sccial.. Una, im-
plicita, es que sean racionalizables (va que, de otro modo, no tendria sentido
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). Ya hemos visto como puede generalizarse €s-
dicion de IANF. Ademds, la condicién de 1Al
e conexion existente entre las preferen-
cias individuales y la relacion binaria social. Dicha restriceion exige que la fun-
cion de agregacion de preferencias que la cumpla sea binaria, Como versmos,
la condicion de TANF, gue es la que creemos verdaderamente relgvants, puede
satisfacerse en el contexto, mds amplio, de las funciones de eleccion social,
sin necesidad de que se cumpla ningin paralelo a la de binariedad, si las fun-
ciones consideradas no son racionalizables.

Pagamos ahora a demosirar, mediante la Proposicion 3, que también
la condicion de Independencia de Alternativas Excluidas (Fuerte), junto con
la decisividad, estdan implicitas entre los requisitos que Arrow impone scbre los
procesos de elecciéon de que se ocupa. Ambas condiciones corresponden, eXac-

tamente, a la exigencia que el proceso de eleccion pueda racicnalizarse median-

te relaciones de orden, es decir, sea resultado de aplicar criterios sociales obte-

nidos a partir de una funcién de bienestar Arrowiana.

hablar del conjunto CC. .,
ta restriccion a través de la con
supone una restriccion sobre el tipo d

Una funcion de eleccion social [ es decisiva ¢ Inde-

Proposicién . 3.
) siy solo sies {-racio-

pendiente de Alternativas Excluidas (en sentido fuerte
nalizable.

Demostracion.

{a) Supongamos, en primer lugar, que f
ReR™, podemos definir la relacién binaria s(R

xy€eX,

es decisiva ¢ IAEF. Para cada
} de modo que, pard todo par

xs(R)y siy solosi xef(<x, y>, R)

.Obsérvese que s(R) serd siempre reflexiva ¥ completa, puesto que f es
decisiva por hipétesis. Demostraremos que, bajo las condiciones del teorama.

(1) s racionaliza a f, y (2) s(R) es transitiva.
(1) Supongamos que s(R) no racionalizase a . En tal caso, existirian

Y vy R para 1os cuales f (Y, R) # C (Y, s(R)). Para que ello se cumpla, de-
berd darse una de las dos gituaciones siguientes (ya que, al ser f decisivo, alguna
alternativa pertenecerd a £(Y, R

Caso primero: 3 zef(Y, R): 2¢C{Y, s(R))

Caso segundo: 3 wiC(Y, s(R)): wii(Y, R)

Supongamos (ue se diese el Caso primero. Por la condicidn de 1AEF,
como zef(Y, R), tenemos que zef(<z, y>, R) para todo yeY. Por tanto,
zs(R)y para todo yeY. Pero esto implica que zeC(Y, s(R)), en conira de

nuestra hipétesis.
Supongamos ahora que s¢ diese el sggundo Caso. Como (Y, R) #+ 9,

puesto que fes decisiva, -‘se_a 7z un elemento de £(Y, R). Por la condijcion de
IAEF, f(<z, w>, R) = I(Y; RN <z, w> = I Bllo implica que zs (RIW
y que ~(ws(R)z). Por lo tanto, w¢C(Y, s{R)), en contradiccién gon nuestros

supuestos de partida.
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Resumiendo: como ni el Caso primero ni el segundo pueden darse, te-
nemos que, bajo nuestras hipdtesis, f(Y, R) = (Y, s(R)) para todo par ¥, R,
y que s racionaliza a f como queriamos demostrar,

(2} Supongamos ahora que s no fuese transitiva en algin caso. Existi-
rian entonces X, y, z tales que, para algan R dado,

xs(R)y, ys(g)z pero ~(xs(R)z)
Como s racionalizaa f, tendremosque x¢f(<xyz>>, R).

Caso primero: Supongamos que yef(<x,y, z>, R). En este caso, y por
la condicion de IASO, f(<x, y, 2>, R) 1 <y, 2> =y = f(<y,z> R), en
contradiccion con la hipotesis que xs{R)y.

Caso segundo: Supongamos que y ¢ f{<x, y, z>>, ,13) En tal caso,
z = f(<x, y,z>, R) = f(<x,y, z>, RN <y, x> = {(<y, z>, R), contra-
diciendo la hipotesis que ys{R)z.

Con ello queda completa la demostracion de la transitividad de s,

(b) Supongamos ahora que f fuese t-racionalizable. Como toda relacion
transitiva es aciclica, la Proposicion 1 implica que f es decisiva. Queda, pues,
por demostrar, que f satisface la condicién de IAEF. Para ello, supongamos
que no la satisfaciera, es decir, que existiesen Y, Y, y Rtalesque Y, = Yzf_: X
y que f(Y,, R) NY, # ¢,pero f(Y,, R # £1(Y,,RINY,.

Como f es t-racionalizable por hipdtesis, existe una relacién binaria transi-
tiva s(R) tal que £(Y,, R) = C(Y,,s(R)) yf(Yz, R) = C(Y,,s(R). Es
evidente que si xeC(Yz, s(Rpn Yl también se cumplird que xeC(Y,, s(R)).
Por tanto,

C(Y,, s(RNN Y, € C(Y,,s(R))
Basta, pues, demostrar que
C(Y,,s(R)= C(Y,, s(RpN Y,

Supongamos que no fuese asi, Tendfiamos, entonces, que existirfa algiin
xe¥, C Y2 que perteneceria a C(Y , s(R)) pero no a C(Y,, s(R)). Por hi-
potesis, existe también algin yeC(Y,, s(R))N'Y,, puesto que s(R) es transiti-
va,

Tenemos que, como xfC(Y2 > 8(R)), existe algn ze Y, tal que

~(xs(R)z) (n
Por otra parte, cbmo xeC(Yl, s(R)e erl , debe ser que

xs(R)y (2)

Como yeC (Y2 , s(g)), debe también cumplirse que
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ys(R)z {3)

pero (1), () ¥ (3) contradicen la hipdtesis que s(R) s transitiva. Con esta
contradiceién completamos la demostracion.

Vemos, pues, que la condicién de IAEF, junto con la decisividad, resul-
tan equivalentes a exigir del método de eleccién social que sea t-racionalizable.
En otras palabras, para ser decisiva y cumplir Ia condicién de IAEF, una fun-
cién de eleccion social deberd basarse en una funcion de bienestar Arrowiana.

Este resultado, cuya demostracion hemos querido presentar con detalle,
lo probé Arrow, con referencia al problema de eleccién individual en [2]. En
el mismo articulo se encuentra también la clave para su mejor comprension.
Allj se demuestra que la condicién impuesta por la de IAEF sobre la relacién
social s(R) derivada de una configuracién de preferencias R cualquiera es equi-
valente a exigir de aquella que satisfaga el Axioma Débil de la Preferencia Re-
velada. También Plott [16] y Sen [20] han formulado axiomas equivalen-
tes. No ¢s, pues, de extrafiar que al imponer la condicién de IAEF sobre fun-
ciones de eleccion tropecemos con importantes dificultades (véase, mas ade-
lante, la Proposicién 11), puesto que supone, de hecho, demandar un atto gra-
do de racionalidad del critetio’ de eleccion social. Por ello, conviene también
considerar las relaciones existentes entre el grado de racionalidad social vy ia
condicion, més débil, de IAED sobre funciones de eleccion social,

Proposicion 4. Toda funcién de decision social racionalizable satis-
face 1a condicién de IAED.

Demostracién.  Sea [ racionalizable, y s 1a funcion de agregacién de pre-
ferencias que la racionaliza. Si f(Y,, Rn Yl = ¢, es claramente un sub-
conjunto de £(Y,, R). Supongamos, pues, que (Y., R) ny, # ¢ pero no
est4 contenido en (Y, R). Bn tal caso, existird unxe Y, talque xeC(Y,, s(RD
pero X(EC(Y], s(R)). Por estar en C(Yz, s(R)), satisface xs(R)z con todo
zeY,. Por tanto, lo satisface con todo weY, ¥ debe pertenecer también a
C(Y,;s(R)), en contra de nuestra hip&tesis.

Obsérvese que la implicacion en centido contraric no se cumple, ni fan
solo cuando f es decisiva: existen funciones de eleccion secial decisivas e
IAED que no son racionalizables. Basta comsiderar, por ejemplo, el caso on que
X= <x,y,7>v, paraalgin R, f{(<x, y> Ry = < y> f(<y, 2>, R) =
<Ly, 2>, f(<x, 27, Ry = <x, 7> pero f{<x, v, 2>, R) = x.

ALGUNAS CONDICIONES ADICIONALES Y TRES RESULTADOS FUNDAMENTALES
PARA FUNCIONES DE AGREGACION DE PREFERENCIAS

En esta seccion definimos algunas condiciones comunmente manejadas er
1a literatura sobre elecciéon social y formulamos, sin demostrarlos, tres resulta-
dos bien conocidos sobre funciones de agregacion de preferencias.

Recordemos que una funcidn de agregacion de preferencias. es una fun-
cion g: @™ B!

La primera condicién, que Hamaremos de Pateto, exige que siempre ¢ue
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exista acuerdo por parte de todos los individuos en considerar a una alternativa
x preferida’ a otra alternativa y, ello se traduzca en que x sed socialmente pre-
feridaa y.

Una funcién de agregacion de preferencias satisface la condicion P (de
Pareto) si y s6lo si, para todo par de alternativas x, yeX, v cualquier configu-
racion de preferencias R tal que, para todo ieN,~(yR;x), secumple que
~(ys(B)x).

La condicién de respuesta positiva supone un requisito de sensibilidad so-
bre las funciones que la satisfacen. M4s concretamente, establece que si-dos al-
ternativas, x e y, resultaban sociaimente indiferentes bajo una determinada
configuracion de preferencias R,y B' se diferencia sélo de R en que, “cete-
ris paribus™, la posicidon relativa de x sobre v ha mejorado, dicha mejora de-
berd traducn'se en que, bajo la nueva situacién R X sea preferida sociaimen-
te a y, y que, si x era ya preferida a y en R, To siga siendo en R'. Formal-
mente:

Una funcién de agregacion de preferencias, s, satisface la condicion RP
{responde positivamente) si y sdlo si, para todo par de alternativas x, yeX y
para todo par de configuraciones de preferencias R v R’ fales que

(1) si a v b son distintas de x, aRleaR B paratodoieN

(2) para todo a, [~(aRp)— ~@R'x)] &{[aR x & xRa]—xR;a)
para todo ieN, y

(3) para algun ieN, se cumple que yRx & ~(y R’ x), o bien que
~(xR;y) & xR}y,
se cumple que xs(R) y — ~(ys (R")x).
A Las dos definiciones que siguen caracterizan a funciones bajo las cuales
alglin individug o grupo de individuos podrian, bajo cualesquiera circunstan-
cias, imponer su voluntad sobre los demds.

Una funcién de agrepacion de preferencias es dictatorial siy sdlo si exis-
te algn individuo ieN tal que, para todo Eetﬁ’.“ vy todo Xx,yeX se cumpla
que

~ &RY)—— ~(xs(R)y)

Una funcién de agregacion de preferencias es cuasi - dictatorial siy sblo
si existe algin individuo ieN tal que, paratodo Re & y todo x, yeX se cum
pla que

~(xR;y) —— ys(R)x

Para formular las dos condiciones que siguen necesitamos introducir nue-
va terminologfa. Sea p una funcién de permutacién sobre N, el conjunto de
los individuos, Dada una configuracion de preferenmas B denotaremos
por RP a la confipuracion tal que, para todo ieN, R =R iy Seca o
una funclon de permutacién sobre X, el conjunio de alternatlvas concebi-
bles. Dada una configuracién de preferencias R, denotamos por BU a la
configuracion. que, para todo par de alternalivas x, veX, cumpla que, para to-
doi&N, xR;y siysélosi e(X)RJ o(y).
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Ep representa, pues, una situacion en la que, manteniéndose las mismas
relaciones de preferencias que en R, han canbiado los individuos que las de-
tentan. A su vez, el paso de R 2 RY puede verse como una modificacién de
los papeles jugados por las distintas alternativas de una situacién a otra, pero tal
que la estructura formal de la configuracion de preferencias no quede alterada.

Las condiciones de anonimidad y de neutralidad establecen requisitos
de tratamiento simétrico para los distintos individuos y alternativas, respectiva-
mente, al imponer restricciones sobre como debe responder un método de agre-
gacién de preferenciasa permutaciones en 10s papeles jugados por unos u otros.

. Una funcién de agregacién de preferencias es andnima si y s6lo si para
toda funcion de permutacion p sobre N vy todo Be(ﬂn se cumple que s(R)
= S(BP)_

Una funcion de agregacioén de preferencias, s, €8 neutral, siy sblo si, pa-
ra toda funcién de permutacion o sobre X y todo ReR" se cumple que
xs(R)y siy solo si o(x)s(RY) a(y) para cualguier par de alternativas x e v’

Las condiciones anteriores formalizan diversas nociones intuitivas que,
segln s¢ vean © no satisfechas por una funcion de agregacion de preferencias
permiten considerar a dicha funcidn mas o menes deseable. En términos gene-
rales, P es un requisito de unanimidad, las condiciones de anonimidad vy de
neutralidad exigen, respectivamente, que todos los individuos y todas las alter-
nativas reciban igual tratamiento, y RP esun requisito de sensibilidad por par-
te de la relacion social a los cambios en las preferencias individuales. Junic a
estas nociones positivas, la de dictatorialidad y la de cuasi - dictatorialidad ex-
presan formalmente la existencia de rasgos indeseables, “antidemocraticos”,
en aquellas funciones de agregacion de preferencias que las cumplen.

Estamos ahora en condiciones de formular tres teoremas fundamentales.

Proposicion 3 (Arrow). — Si X! > 2, toda funcion de agregacion de pre-
ferencias transitiva que satisfaga las condiciones de IATy P debe ser dictato-
rial.

Proposicién 6 (May). — La tnica funcion de agregacién de preferencias
que satisface las condiciones de IAI y RP, es anonima y neuiral es 1a que se ba-
sa en la aplicacion, para cada configuracién de preferencias, del método de ma-

9. Obsérvese que esta condicion de neutralidad es distinta, y més débil, que la pro-
puesta por Sen [20] y Segura [19]. En particular, la cumplen las funciones de eleccion so-
cial basadas en métodos de puntuacion, que no satisfarfan 1a condicidn, més estricta, pro-
puesta por los antores antes mencionados. La diferencia se debe a que la condicién de new-
tralidad propuesta por aquéilos es equivalente conjuittamente, y para funciones de agrega-
cion de preferencias, a las de independencis de alternativas irrelevantes v de neutralidad (en
¢l sentido. aqui utilizado). Para nuestros proposites. resulia conveniente separat el requisi-
1o de TAI -cuyas implicaciones veremos con mayor detalle mAs adelante- del de neutralidad,
que agui se refiere exclusivamente al tratamiento en pie de igualdad de todas las alternati-

vas,
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yorfa simple. '?

" Proposicion. 7 (Mas Colell y Sonnenschein). — 8i |X| > 3, toda funcion
de agregacion de preferencias aciclica que satisfaga las condiciones de TALL Py
RP debe ser cuasi - dictatorial.

ALTERNATIVAS A LA INDEPENDENCIA DE ALTERNATIVAS IRRELEVANTES EN
EL MARCO DE LAS FUNCIONES DE AGREGACION DE PREFERENCIAS

La combinacién de los resnitados expuestos en Ia Seccidon anterior sefiala
el tipo de dificultades con que tropieza el disefio de funciones de agregacidon de
preferencias satisfactorias. Es bien sabido que la funcién de agregacion de
preferencias basada en el método de mayorfa simple no es aciclica. Por tanto,
combinando la Proposicién 1 y el Teorema de May (Prop. 5), vemos que noe
existe ninguna funcién de agregacién de preferencias que satisfaga las condicio-
nes de May y garantice conjuntos elegidos no vacios cuando [X| > 2. Si exi-
gimos que la funcion @@ agregacion de preferencias sea aciclica -a fin de garan-
tizar que la funcién de eleccion inducida sea decisiva- e incluso renunciande
“a priori” a que satisfaga el requisito de anonimidad, nos encontramos con que
s6lo serd posible satisfacer el nuevo conjunto de exigencias a través de procedi-
mientos cuasi-dictatoriales (Prop. 6). Si renunciamos también a la condicion
de RP, imponiendo a cambio que la funcién de agregacion de preferencias
sea transitiva, tenemos que sblo las dictatoriales pueden satisfacer las condi-
ciones impuestas (Arrow),

Este tipo de dificultades sefialan a la condicién de IAI como clara respon-
sable, si rechazamos aquellas funciones de eleccién social que, por ser ciclicas,
podrian resultar ineficaces para la formacién de decisiones sociales. Eliminan-
do la condicisn de 1Al queda libre el camino hacia la construccién de funcio-
nes de agregaciéon de preferencias que satisfagan simultdneamente todos los
demds requisitos enunciados hasta ahora. Por ello, muchos autores han sefia-
lado que, en el marco de las funciones de agregacion de preferencias, un reenfo-
que fructifero de la teorfa de 1a eleccion social deberfa pasar por el abandono
de l1a condicién de IAL En particular, y aunque no sea éste el inico camino, po-
drfa lograrse tal propésito utilizando procedimientos que fuesen capaces de
procesar caracteristicas cardinales de las preferencias individuales.'!-

Pero no hace falta ir tan lejos. El siguiente método, basado exclusivamen-
te on las caracterfsticas ordinales de las preferencias individuales, satisface todos
los requisitos anteriormente expuestos excepto el de IAL Por tratarse de un

10. Fl método de mayoria simple, aplicado & una configuracitn de preferencias dada,
establece que, para un par de alternativas (x,y) dade, xRy siy sblo si el nimero de indivi-
duos para los que X es estrictamente preferida a y es por 1o menos tan grande como el de in-
dividuos que prefieren estrictamente y a x,

11, Esta es la -possicién expresada, por efemplo, por Sen [20] y por Segura [19].
Desde un 4ngulo mas radical, basado en consideraciones de optimalidad para secuencias de
declsiones colectivas, Camacho [5] rompe también con la condicién de IAL '
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ejetnplo, y para simplificar 1a exposicion, nos limitaremos a presentatlo para el
caso en que las preferencias son estrictas. Para el caso en que sé admitan indi-
ferencias en las preferencias individuales caben varias generalizaciones posibles
que no modificarfan sustancialmente nuestras conclusiones.'?

Método de puntuacién sobre el conjunto de alternativas concehibles
(MPAC):

La-posicién de x en Ry, r(x, R)), se define como el ntmero de alternativas
concebibles que son preferidas o indiferentes a x en R,. Por tanto, r{x, R;) =
= | {yextyRix} |, de modo que, si |X] = m, tendremos que 1 < r{x, RS
< 1m.

Un vector de puntuacion posicional para jX| = m es un vector m-di-

mensional [t1’t2="'=tm] tal que t, >t > ot = Q.
La puntuacidon de X en R, r(x, R), se define del siguiente modo:

n
p(x, Ry = & 1
A i=1 f(sti)

Un MPAC es una funcién de agregacion de preferencias que 2 cada configu-
racién R le asigna la relacion binaria s(R) definida de modo que xs(R)y si
y solo si p(x, R) = p(y, R), para un vector de puntuacién posicional dado.

La siguiente proposicién, cuya demotracion dejamos al lector, confirma
las ventajas de abandonar la condicion de AT en el marco de las funciones de
agregacion de preferencias.

Proposicién 8. Todo MPAC es una funcion de agregaciéon de preferen-
cias transitiva que satisface. las condiciones P y RP, es anbnima y neutral.

;Cémo quedan modificadas las conclusiones hasta aqui apuntadas si,
abandonando el marco de las funciones de agregacién de preferencias, investi-
gamos 1a posibilidad de encontrar funciones de eleccion social satisfactorias?
Para responder a esta pregunta, empezamos por formulat condiciones sobre las
funciones de eleccion social que corresponden a las que hemos definido ante-
riormente para funciones de agregacion de preferencias. Algunas dificultades,
como era de esperar, perduran. Sin embargo, como también veremos, al con-
siderar la clase, mas amplia, de las funciones de eleccion, se ampifan las posibles
opciones para la superacion de aquéllas.

Antes de cerrar esta seccion sefialaremos una posible via-de escape a las di-
ficultades anteriores en el propio seno de las funciones de agregacion de prefe-
rencias, que, como veremos, 1o congigue superatlas satisfactoriamente. Hemos
demostrado (Proposicion 2) que las condiciones de binariedad de IAI son
equivalentes. De hecho, la demostracion que Arrow facilita de su ieorems,
aunque postula sobre sus funciones de bienestar la condicion de 1AL, se basa en
1a utilizacién repetida de la condicién de binariedad.

12. Las virtudes de las funciones de eleccidn por- puntuacion, en sus distintas versio-
nes, que iremos exponiendo a lolargo del artfculo, justifica el renovado interés pot este tipo
de funciones en la literatura reciente. ‘Véanse, por ejemplo [6], 91, [22] v [23].
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Naturalmente, Ia equivalencia entre una y otra hacen que ¢l procedimiento
sea totalmente legltimo. Sin embargo, existen circunstancias bajo las cuales
Ia formulacién que hemos venido dando del problema de eleccion medjants
funciones de agregacion de preferencias podria resultar excesivamente restricti-
vo. Hemos estado definiendo, hasta ghora, las propietades de dichos métodos
en términos de su funcionamietito para eonjuntos cualesquiera de X . Bsto re-
fleja 1a exigencia de que estén preparados para operar sea cual sea el conjunto
de alternativas factibles. En ocasiones, sin embargo, algunos conjuntos de al-
ternativas podrian rechazarse “a priori” como posibles conjuntos factibles.
Asf, por sjemplo, si el nmero de alternativas concebibles es muy elevado, ca-
bria pensar-que nunca se dard el caso en que s6lo dos de ellas resuiten facti-
bles. Para expresar formalmente situaciones de este tipo podriamos redefinir
las propiedades anteriores exigiendo, cuando sea perfinente, que las funcio-
nes de agregacion de preferencias las satisfagan solamente para determinados
subconjuntos de X, a los que podrfamos llamar conjuntos relevantes de alter-
nativas factibles. Sea J ¢l conjunto de tales conjuntos relevantes. La condi-
¢ion de TAI, convenientemente modificada, quedaria as{:

Una funcion de agregacion de preferencias, s, es independiente de alter-
nativas irrelevantes para ¥ & Xsi v sélo si, para cualquier Ye¥9, si R ¥
R’ son configuraciones de preferencias que coinciden en Y, se cumple que
C(Y, s(R) = C{Y, s(R")

Observemos ahora que la condicién de binariedad deja de ser equivalente
a la de IAI en este nuevo contexto. Toda funcién de agregacion de preferen-
cias binaria sigue siendo IAl, pero, para determinadas colecciones de subcon-
juntos Y es posible que s satisfaga IAl sin ser binaria, como demuestra el si-
guiente ejemplo.

Ejemplo. — Sea X = {ab c, d}, 9:[{51 b, c, d}, [z b, c}\)

Supongamos que R ¥y R coinciden en [a b, cl, ¥ que~(ds(R)ec),
~(es(R)b), ~(bs(R)a), mlentras que ~{ds(R")c), ~(bs{R")c), ~{cs(R"a).

Si a es una funcion de bienestar (y por tanto s(R) y s(R’) 'son transi-
tivas), la situacién anterior establece que, para R, a resulfa estrictamente pre-
feridaa b, b a c, v ¢ a d, mientras que, patra g’, a resulta preferida a ¢,
cab y bad

Como R y BJ coinciden en {a, b, c}, también coinciden en ib, c}r. Bin
embargo, s(R) v s(R)) no coinciden en {b, c}, porlo que la funcién s ne se-
ria binaria. Cumplirfa, sin embargo, para J, el requisito impuesto por1a condi-
cién de TAL yaque C({s, b, c},s(R)) = C({a, b, c},s(R)) = a.

Vemos, pues, que bajo determinadas restriccioneg sobre los conjuntos ro-
levantes de alternativas factibles, la condicién de IAI resulta mds débil que ia
de binariedad. Como esta ultima es la que Arrow utiliza en la demostracion de
su teorema de imposibilidad, cabria preguntarse por la posibilidad que, para de-
terminados conjuntos Y pudieran evitarse las dificultades con que nos hemos
ido encontrando. La respuesta, esencialmente negativa, a esta cuestion, nos la
proporciona la siguiente versién. de un teorema debido a Blau [4], v-que pre-
sentamos sin demostracion: si la clase relevante de conjuntos factiblés es sufi-

cientemente rica, persisten en todo su rigor las dificultades sefialadas por Arrow,
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Es mas: -lo mismo ocurriria si relajasemos el requisito de {ransitividad, a la ma-
nera de Mas Colell y Sonnenschein, como ha sido demostrado por Fishborn [8]..

Proposicion 9. Sea X un conjunto finito de alternativas y [X] = k >
~ 2. 8 Y contiéne todos log subconjuntos de X aque constan de k-1 ele-
mentos, no existe ninguna funcion de agregacién de preferencias transitiva que
satisfaga las condiciones P a TAI para Y y no sea dictatorial.

Visto, pues, que las dificultades por compatibilizar las condiciones de decisi-
vidad y de 1AI (inclusoc en su version débil) en el marco de las funciones de
agregacidn de preferencias son profundas, pasemos a investigar como se modi-
fica la situacion en el contexto, mds amplio, delas funciones de eleccion social.

ALGUNAS PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES DE ELECCION SOCIAL

Las siguientes condiciones sobre funciones de eleccién social son adapta-
ciones de las gue hemos definido anteriormente para funciones de agregacion
de preferencias. Para no introducir nueva terminologfa, utilizaremos ios mis-
mos nombres sefialando ‘con un asterisco (*) que, en este casc, se aplican a
funciones de eleccién,

Una funcién de eleccién social, f, satisface la condicion P¥* siy solo si,
para todo par de alternativas x, yeX, y toda configuracién de preferencias R
tal que, para todo ieN, ~(vR;x), s¢ cumple que[<x, y>eY]l—[yef(Y, R}

Una funcién de eleccién social, f, satisface la condicién RP¥ si y sélo si,
para todo par de alternativas x, yeX, y para todo par de configuraciones de
preferencias R y R’ tales que

(1) si a vy b sondistintas de x, aR;be— aR;b para todo ieN

(2) para todo a, [N(aRix)ﬂ* N(aRi'x)] & [(aRix&xRia).—> xR, al,
para todo ieN,y

(3) para algin ieN, se cumple gque yR;x & ~(yR'i ¥), o bien que
~(xRY) & xRy’ '

s& cumple que

x € £(Y, R) - yf1(Y, R).

Una funcién de eleccién social es dictatorial* siy s6lo si existe algin indi-
viduo ieN tal que, para todo Re®® y todo Yo X se cumple que (Y, R)=
<CY, Ry

Una funcién de eleccidn social es cuasi-dictatorial* si v solo si existe al-
gin individuo ieN tal que, para todo }:{Jetﬁ” y tode Y& X se cumpla que
C (Y, Rpef(Y, R).

Una funcion de eleccién social es anonima® si'y solo ¢i, para toda funcidn
de permutacién p sobre N, todo Betﬁn y todo Y& X, se cumple que
£(Y, R) = f(Y,RP).

Una funcion de eleccién social es neutral® si y s6lo si, para toda funcién
de permutacién. o sobre X, todo Eeﬁ“ y todo Y&X s cumple que
£(Y, R% = o{f(Y, R)), donde o{f(Y, R) = {zlz = oly) para algan
yef(Y, E)]; :
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DIFICULTADES EN EL DISENG DE FUNCIONES DE ELECCION SOCIAL SATISFAC-
TORIAS: VIAS DE SUPERACION

;Hasta gué punto constituye una ampliacién del campo de posibilidades
abierto en el disefio de mecanismos de eleccidon el paso desde el marce de las
funciones de agregacion de preferencias al de las funciones de eleccion social?
Por ung parte, y como era de esperar, las mismas dificultades y las mismas vias
de superacién persisten si nos limitamos a las funciones de eleccidn social racio-
nalizables. La proposicion 10 constituye una reformulacién del teorema de
May vy sefiala alpunas de las dificultades que se derivan de exigir de una funcién
de eleccion social que sea decistva y racionalizable, La proposicién 11 es una
version del teorema de Arrow y de nuevo pone de relieve 1a incompatibilidad de
las exigencias de decisividad y la de racionalidad implicada por IAEF. Dicha
condicidn es, sin embargo, como ya hemos sefialado, muy estricta. La Proposi-
cion 12, que reformula el resuitado de Mas Colell ¥ Sonnenschein, demuestra
que incluso relajdndose sustancialmente al nivel minimo de racionalidad que ga-
rantiza la decisividad, se mantienen muchos de los problemas inherentes al dige-
fio de funciones de eleccidn social racionalizables y decisivas. La Proposicion
13, una reformulacion de la 8, indica un camino posible para superar lag dificul-
tades anteriores mediante el abandono de la condicion de TANF, cuyo papel co-
rresponde at que jugaba la de TAT en el marco, més estrecho, de las funciones de
agregacion de preferencias, Tenemos, sin embargo, nuevas opciones abiertas,
que no habrian-sido posibles en el contexto anterior: aquéllas que se derivan,
precisamente, del abandono dél requisito de racionalidad sobre-las funciones de
eleccidn social. En la Proposicidn 14 demostramos, mediante un ejemplo, la
posibilidad de hallar funciones. de eleccidn social no racionalizables que satisfa-
gan todos los demds requisitos positivos hasta aqui seflalados.

Proposicion 10.  Toda funcion de eleccién social f que sea racionaliza-
ble, decisiva, neutral,* an6nima,* PR* ¢ IANF debe estar basada en la aplica-
cién, para cada configuracion de preferencias, del método de mayorfa simple.

El lector interesado podrd comprobar que las Proposiciones 2 y 6 impli-
can el resultado de la 10. '

Proposicion 11, Si {X| > 2, toda funcién de eleccién social f que sa-
tisfaga las condiciones de TAEF, IANF y P# es dictatorial.®

Demostracion.  Si f es TAEF, es tracionalizable y, por tanto, decisiva.
Como f es IANF, la funcion de agregacién de preferencias que la racionaliza
es IAL. Como f satisface P,* s satisface P. Por tanto, segin el Teorema de
Arrow (Proposicién. 5), s es dictatorial. De sllo se sigue que [ es dictatorial.*

Proposicidn 12, Si |X| > 3, toda funcidén de eleccion social racionali-
zable y decisiva que satisfaga las condiciones de IANF y P* es cuasi-dicta-
torial ¥ ‘

El lector interesado podrd comprobar, por un razonamiento andlogo at de
la demostracion anterior, que el resultade aqui expresado se sigue de las Propo-
siciones 1 vy 7.
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Proposicion 13, Existen funciones de eleccion social que satisfacen las
condiciones de IAEF, P, PR, neutralidad y anonimidad.

Demostracién,  Basta considerar la funcion de eleccidn social definida
por f(Y, R) = C(Y, s(R)), para cualquier s{R) que sea un método de puntua-
cién sobre el conjunto de aliernativas concebibles (MPAC). Dejamos para el
lector interesado la comprobacién detallada de que se cumplen las condiciones
expresadas, Obsérvese, sin embargo, que no se cumpliréd la de IANT.

Observemos que 1a condicién de IAEF implica (Prop. 3) dos propieda-
des distintas para las funciones de eleccion que las cumplan: que sean raciona-
lizables y que sean decisivas. La decisividad parece una propiedad esencial
para cualquier funcién de eleccion que deba contribuir eficazmente a la selec-
cién de alternativas factibles. Para lograrla no es necesario, sin embargo, que la
funcion de eleccién social sea racionalizable, como muestra el siguiente resulta-
do.

Proposicion 14.  Existen funciones de eleccién social decisivas que satis-
facen las condiciones de IANF, P* PR* y son anénimas* y neutrales.®

Demostracién.  Describiremos una clase de funciones de elecciéon que sa-
tisfacen las condiciones expresadas. Dejamos para ef lector interesado la com-
probacidn de que dichas condiciones se ven, efectivamente, satisfechas, el
Método de puntuacion sobre el conjunto de alternativas factibles (MPAF).

Sea X el conjunto de alternativas concebibles, y | X[ = m. Partiremos,
como en el caso del MAPC, de un vector de puntuacidén posicienal [t,, 1., ..
R
Pm

La posicién de % en Y, Ri’ v(x, Y, R}, se define como el nimero de al-
ternativas (factibles) en Y que son preferidas o indiferentes a x en Ri' For-
malmente, v(x, Y, R;)} = {er fyRix}. Por tanto, si [Y! = h, iendremos
que 1 < v(x,Y,R) < h.

La puntuacién de x en Y, R se define del siguiente modo:

n
q(X) ,R,: Y) =]§1tV(X,Y,Ri) _ |X'| -+ 1Y|

Un MAPF es una funcién de eleccion social f que a cada par Y, R le
asigna el conjunto (Y, R) = {z]zeY tales que q(z, R, Y) > q(y, B. Y)
para todo er}, para un vector de puntuacién posicional dado.

Vemos, pues, que las condiciones de IANF y de decisividad son perfecta-
mente compatibles cuando se aplican sobre funciones de eleccion social, con tal
que éstas no deban ser, ademds, racionatizables. El dilema entre aquelles condi-
ciones, que se establecia en el seno de las funciones de agregacion de preferen-
cias queda ahora, para funciories de eleccidn social, como un aspecto de la rela-
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cion conflictiva entre ellas y una tercera condicién, antes implicita en la propia
formulacién del problema: la racionalidad del método de eleccién. Con ello
no queda resuelto el problema central de la teorfa de la eleccion social: sigue
sin ser posible hallar funciones que sean satisfactorias atendiendo, simultinea-
mente, a todos los criterios que hemos ido identificando. Y el disefiador de un
mecanismo de eleccién debera optar, en consecuencia, por unas propiedades u
otras. Pero esta decision dependerd ya de consideraciones cuya indole no es
tedrica. El papel de la teoria se reduce a sefialar que, consciente o inconscien-
temente, la adopcién de todo mecanismo de eleccion conlleva no sélo la acepta-

cién de ciertas normas sino, necesaria y simultdneamente, el rechazo de algunas
otras.

CONCLUSIONES

Hemos presentado un marco general para el problema de la eleccién social
entre alternativas en base a las preferencias individuales. Dentro de este marco
hemos establecido relaciones entre las funciones de eleccion social y las de agre-
gacion de preferencias y esclarecido la relacidon existente entre Ia condicién de
Independencia de Alternativas Irrelevantes propuesta por Arrow, que se refie-
re a las segundas, y diversas condiciones que formalizan propiedades deseables
en las primeras. Hemos demostrado también que el dilema fundamental que se
establece en el seno de Izs funciones de agregacion de preferencias entre decisi-
vidad e Independencia de Alternativas Irrelevantes se convierte, en el marco
mds amplio de las funciones de eleccién social, en un conflicto entre tres con-
diciones: decisividad, racionalidad e Independencia de Alternativas no Facti-
bles. Aunque existan funciones de eleccitn social decisivas y racionalizables si-
tisfactorias no podrdn ser independientes de Alternativas nc Factibles. Ello
plantea problemas importantes de operatividad, puesto que para definir pre-
cisamente tales funciones habria que delimitar previamente e} conjunto de
alternativas concebibles (factibles y no factibles) v dicha delimitacion com-
portard inevitablemente un elemento de arbitrariedad. Por otra parte, es po-
sible construir funciones de eleccion social decisivas e Independientes de Al-
ternativas no Factibles satisfactorias si renunciamos a que sean racionalizables.
En muchas ocasiones, tal estado de cosas serfa totalmente aceptable: la selec-
cion de una alternativa sobre otra no podria ya racionalizarse en términos de
ninguna relacion binaria (“socialmente mejor que™) pero podria justificarse
apelando a las propiedades del propio proceso de eleccidon: su neutralidad, ano-
nimidad, eficiencia Paretiana y su sensibilidad (RP). No siempre, sin embargo,
serd esta solucién plenamente satisfactoria. En ocasiones -y éste fue en su ori-
gen el fin perseguido por Arrow- el proposito del tedrico es fundamentar la for-
macion de juicios de valor sobre las alternativas sociales atendiendo a las prefe-
rencias individuales con respecto a aquéllas. En estos casos, la naturaleza del
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problema descarta come invalidos aquellos procedimientos que no sean raciona-
lizables, y habrd que aceptar, con todos sus peligros, la necesidad de romper.
con la condicion de Independencia de Alternativas Irrelevantes.
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